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Notations

Points, espaces, ensembles

d ∈ {2, 3} dimension de l’espace (notéen dans les chapitre 5 et 9, de manière à
garderd pour les distances)

Z
d espace discret (Z

n dans les chapitres 5 et 9)
X,Y,Z parties deZd

X\Y complémentaire deY dansX
X complémentaire deX
k, l,m, n, p, q nombres entiers
x, y, z coordonnées (entières ou réelles)
t, u, v, λ, µ nombres réels
A,B,C,M,N,O points discrets
α ∈ {4, 8, 6, 18, 26} relation d’adjacence
α relation d’adjacence du complémentaire

Objets

D droite réelle
∆ droite discrète
P plan réel
Π plan discret
a, b, c, ω paramètres de droite/plan
−→
V ,

−→
W et

−−→
AB vecteurs

C courbe comme ensemble de pixels
S surface comme ensemble de voxels
Σ surface comme ensemble de surfels
π chemin
Nα(P ) ensemble des pointsα−adjacents àP
E ,F ,K,L ensembles autres que des parties deZ

d (ensembles de suites, ensembles
d’ensembles)
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Éléments mathématiques

M,A,B matrices
R matrice de rotation
f, g, h applications, fonctions
Φ,Ψ opérateurs sur d’autres ensembles queR

d, Zd

ρ, τ rotation et translation
G, Γ graphes
θ, φ angles
ε seuil
⌊x⌋ entier inférieur le plus proche dex
⌈x⌉ entier supérieur le plus proche dex

[x] entier le plus proche dex (par convention, six = k + 0.5 aveck ∈ Z,
[x] = k si k est pair,k + 1 sinon)

trunc(x) entier obtenu par suppression de la partie fractionnaire dex

{x} partie fractionnaire dex
% modulo en tant qu’opérateur
≡ modulo en tant que relation d’équivalence
[[a]] classe d’équivalence pour une relation donnée



Chapitre 9

Représentation par Axe Médian

9.1. Introduction

Ce chapitre introduit la notion d’axe médian. Pour se faire une idée intuitive de
ce concept, imaginons une forme recouverte d’une prairie etsupposons qu’un feu soit
allumé à l’instantt = 0 sur sa frontière. Le feu se propage à vitesse constante dans
la prairie, comme illustré sur la figure 9.1. Intuitivement,l’axe médian est le lieu des
points où deux fronts du feu se rencontrent. Si le feu est allumé sur la frontière d’une
forme deRn, on obtient un axe médian de dimensionn−1. Dans le plan, l’axe médian
est un graphe, dont les branches sont des courbes associées aux différentes régions de
la forme1.

Figure 9.1. Axe médian d’une forme ayant pour frontière la courbe extérieure
[ATT 07].

Ce chapitre a été rédigé par Dominique ATTALI , David COEURJOLLY et Eric REMY.
1. Comme dans le chapitre 5, nous réservons la notationd pour les distances et choisissionsn

comme dimension de l’espace.
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L’axe médian a trouvé de nombreuses applications en analysed’images pour la
reconnaissance et la description de formes [SON 99], ou en robotique pour la plani-
fication de trajectoires [LAT 91]. L’information de distance à la frontière, mémorisée
en chaque point de l’axe médian, fournit une information d’épaisseur qui peut être
utilisée pour segmenter les objets, les séparant en larges régions connectées par des
parties relativement plus étroites [CHE 93, DEY 03, OGN 94].L’axe médian permet
également en génération de maillages, de contrôler l’orientation et de grader la taille
des éléments utilisés pour mailler un domaine [PRI 97, SHE 99]. Il a trouvé des ap-
plications dans le design ou l’animation en fournissant desoutils de manipulation
interactive des formes [HIS 02, HOF 89]. Enfin, l’axe médian est apparu de façon na-
turelle en ingénierie inverse, où il caractérise la densitéd’échantillonnage nécessaire à
la reconstruction d’une forme à partir d’un nuage de points échantillonnant sa frontière
[AME 99, AME 98, CHA 06].

Après avoir introduit formellement l’axe médian section9.2, nous verrons que cet
ensemble permet de coder sans perte la forme : la section 9.3 détaille comment recons-
truire la forme à partir d’un axe médian calculé à l’aide de ladistance de chanfrein ou
de la distance euclidienne. Nous verrons ensuite dans la section 9.4 deux techniques
pour identifier les points faisant partie de l’axe médian. Dans la section 9.5, nous
définissons et calculons un sous-ensemble de l’axe médian qui garde la propriété de
reconstruire exactement la forme. Enfin, nous concluons dans la section 9.6 en men-
tionnant des problèmes de stabilité de l’axe médian ainsi que de codage minimal d’une
forme.

9.2. Axes médians et squelettes

Nous commençons par définir la notion d’axe médian pour des ouverts deRn avant
de la définir pour des sous-ensembles deZ

n.

9.2.1. Formes continues

Il n’existe pas de consensus autour de la notion d’axe médianet sa définition
change d’un auteur à l’autre. Dans ce chapitre, nous adoptons la convention adoptée
en géométrie discrète, qui est différente de celle adoptée en géométrie algorithmique.
Considérons une forme continueX ⊆ R

n et supposons queX soit un ouvert borné
de R

n. La boule ouvertede centrep et de rayonr est l’ensemble des points dont la
distance euclidienne àp est inférieure strictement àr :

B<(p, r) = {q ∈ R
n | ‖p− q‖ < r}.

Une boule ouverteB ⊆ X estmaximaledansX si pour toute boule ouverteB′,

B ⊆ B′ ⊆ X ⇒ B = B′.
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L’ axe médian, AM(X), est l’ensemble des centres des boules maximales deX. Le
squeletteest une notion voisine qui formalise l’image du feu de prairie utilisée dans
l’introduction pour décrire de façon intuitive l’axe médian. Il a été introduit pour la
première fois par BLUM [BLU 67]. Formellement, lesquelettede X est l’ensemble
des points qui ont au moins deux points les plus proches dans le complémentaire de
X. Les notions de squelette et axe médian sont proches mais nonéquivalentes. En
effet, le squelette est contenu dans l’axe médian qui est lui-même contenu dans la
fermeture du squelette [MAT 88, chapitre 11]. Cependant, pour les unions finies de
boules ouvertes, les deux notions coïncident.

Une propriété fondamentale du squelette est qu’il a le même type d’homotopie
que la forme. LIEUTIER établit ce résultat pour des ouverts bornés deR

n [LIE 03].
Contrairement aux travaux précédents [SHE 96], il ne fait aucune hypothèse de régu-
larité de la frontière. Deux fonctionsf, g : X → Y sont homotopes s’il existe une
fonction continueH : X × [0, 1] → Y telle queH(x, 0) = f(x) et H(x, 1) = g(x).
Deux espacesX etY ont même type d’homotopie s’il existe deux applications conti-
nuesf : X → Y et g : Y → X telles queg ◦ f est homotope à l’identité deX et
f ◦ g est homotope à l’identité deY . Intuitivement, une forme et son squelette sont
donc connectés de la même façon, indépendamment de leurs dimensions respectives.
Ils possèdent en particulier les mêmes groupes d’homologie. DansR3, ils ont le même
nombre de composantes connexes, trous et cavités.

Si nous étiquetons chaque pointp de l’axe médian par le rayonδ(p) de la boule
maximale centrée enp, nous avons assez d’information pour reconstruire la forme. En
d’autres termes, l’axe médian muni de la fonctionδ fournit un codage réversible :

X =
⋃

p∈AM(X)

B<(p, δ(p)).

Ce codage n’est pas forcément minimal et certaines formes, comme par exemple les
unions finies de boules, peuvent être reconstruites à partird’un sous-ensemble propre
de l’axe médian pondéré. Ceci nous conduira à introduire l’axe médian réduit dans la
section 9.5.

9.2.2. Formes discrètes

Nous transposons à présent la définition d’axe médian pour une forme discrète
X ⊆ Z

n et un choix de distance discrèted : Z
n × Z

n → N (voir chapitre 5). Nous
appelonsboule discrète strictede centreP et de rayonr associée à la distanced :

B<
d(P, r) = {Q ∈ Z

n | d(P,Q) < r},

que nous noterons simplementB<(P, r) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté sur la distance
discrète utilisée. Dans ce qui suit, quand nous parlons de boules sans plus de précision,
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il s’agira toujours de boules discrètes strictes. Une bouleB est maximale dansX
si et seulement si toute boule contenantB et contenue dansX est égale àB. L’axe
médian discretAM = AMd(X) est l’ensemble des centres des boules discrètes strictes
maximales deX pour la distanced. L’axe médian discret, pondéré par la fonctionδ,
préserve la propriété de codage réversible, mais ne préserve pas le type d’homotopie.

9.3. Reconstruction à partir des boules maximales

Dans cette section, nous montrons comment reconstruire uneforme discrète à par-
tir de son axe médian pondéré (réduit ou non). Plus précisément, supposons que l’axe
médian ait été calculé, par exemple comme expliqué dans la section suivante, ou en-
core sa version réduite comme expliqué dans la section 9.5. Notons(Pk, rk) ∈ Z

n×N

avec1 ≤ k ≤ l, les centres et rayons d’un ensemble de boules maximales couvrant la
forme. Reconstruire la forme consiste à calculer l’union :

X =
⋃

1≤k≤l

B<
d(Pk, rk).

Les paragraphes suivants décrivent deux implantations rapides de ce processus de re-
construction, d’une part pour les distances de chanfrein, d’autre part pour la distance
euclidienne.

9.3.1. Reconstruction avec les distances de chanfrein

Pour une distance de chanfrein telle que celles vues au chapitre 5, il est aisé de
reconstruire la forme initiale à partir des points de l’axe médian en utilisant une version
modifiée de l’algorithme de transformation de distance (voir algorithme 5 du chapitre
5). En effet, ce nouvel algorithme, qui est appelétransformation de distance inverse,
obtenu en remplaçant la recherche de minimum par une recherche de maximum, a
pour effet de propager, non plus la plus petite distance au complémentaire, mais la plus
grande distance à des points non-nuls (les centres des boules maximalesPk, affectés
des valeurs de rayons correspondantesrk). L’effet obtenu est donc de faire grossir un
ensemble de boules de chanfrein strictes centrées sur les points de l’axe médian, ce
qui régénère la forme (les points non-nuls de l’image finale)de manière exacte.

9.3.2. Reconstruction avec la distance euclidienne

Reconstruisons à présent la forme lorsque la distance discrète utilisée est la dis-
tance euclidienne,d = dE (on parle alors d’algorithme REDT pourReverse Euclidean
Distance Transform). Dans ce cas, la boule discrète stricte de centrePk et de rayon
rk est l’ensemble des pointsQ ∈ Z

n pour lesquelsr2
k − ‖Q − Pk‖

2 > 0. Un point
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Q appartient à l’union des boulesX =
⋃

k B<
d(Pk, rk) si et seulement si il existe un

indicek pour lequelr2
k − ‖Q− Pk‖

2 > 0. On en déduit que

X = {Q ∈ Z
n | max

1≤k≤l

{

r2
k − ‖Q− Pk‖

2
}

> 0}.

Pour obtenir un algorithme efficace, considérons l’imagef : Z
n → Z obtenue en

formantf(Pk) = r2
k etf(Q) = 0 pourQ 6∈ {P1, . . . , Pl} ainsi que l’imageh : Z

n →
Z telle que :

h(Q) = max
P∈Zn

{

f(P )− ‖Q− P‖2
}

.

La formeX peut être retrouvée en conservant les valeurs strictement positives deh,
X = {P ∈ Z

n | h(P ) > 0}. Ainsi, pour reconstruireX, il suffit de calculerh.
Comme dans le cas d’une construction de la transformée en distance avec une dis-
tance euclidienne (voir chapitre 5), nous décomposons ce processus de maximisation
dimension par dimension (voir figure 9.2). Pour plus de clarté, nous considérons la
reconstruction en dimension 2, la généralisation en dimension n se faisant aisément.
En dimension 2, avec la notationP = (x, y) des points discrets et en supposant que
X ⊆ [1,m]2, nous cherchons à calculer :

h(x, y) = max
1≤i,j≤m

{

f(i, j)− (x− i)2 − (y − j)2
}

. (9.1)

Pour cela, nous procédons en deux étapes. Nous construisonstout d’abord l’image
g : [1,m]2 → Z telle que :

g(x, y) = max
1≤i≤m

{f(i, y)− (x− i)2} .

L’imageh est ensuite donnée à partir deg par :

h(x, y) = max
1≤j≤m

{g(x, j)− (y − j)2} .

Pour chacune de ces étapes, nous avons à calculer l’enveloppe supérieure d’une
famille de paraboles, définies comme les graphes des fonctions{Fy

i (x) = f(i, y) −
(x − i)2}1≤i≤m et {Gx

j (y) = g(x, j) − (j − y)2}1≤j≤m. Or, dans le chapitre 5
(paragraphe 5.4.2), nous avons présenté un algorithme trèssimilaire pour calculer
une enveloppe de paraboles enO(m). La seule différence est que les paraboles sont
cette fois inversées et que la fonction de séparation est donnée parSep(u, v) =
(u2 − v2 − f(u, y) + f(v, y)) div (2(u− v)) (voir figure 9.3).

Finalement, en appliquant l’algorithme de la figure 9.3 pourtoutes les dimensions,
nous obtenons un algorithme de reconstruction dont la complexité est linéaire aux
nombres de points discrets de la grille [COE 07].
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Figure 9.2. Illustration du processus dimension par dimension pour la
reconstruction en distance euclidienne.

Algorithme 15 : Phase 1 de l’algo-
rithme de REDT.

Données: la carte de distancef
Résultat : l’imageh0 des valeurs de la

REDT
pour j ∈ [1..m] faire

q := 0 ; s[0] := 0 ; t[0] := 0;
pour i := 2 à m faire

tant que (q ≥ 0) et
(Fs[q](t[q]) < Fj(t[q])) faire

q := q − 1;

si q < 0 alors
q := 0 ; s[0] := i;

sinon
w := 1 + Sep(s[q], j);
si w < n alors

q := q + 1 ; s[q] := i ;
t[q] := w;

pour i := m à 1 faire
h0(i, j) := Fs[q](i);
si i = t[q] alors

q := q − 1;

2

4
S

D
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Figure 9.3. Illustration du processus dimension par dimension pour la
reconstruction en distance euclidienne.

9.4. Extraction de l’axe médian

Dans cette section, nous calculons l’axe médian d’une formediscrèteX ⊆ Z
n.

Supposons qued soit la distance discrète choisie pour définir les boules. Nous avons
vu dans la section 5.4 que la transformée de distanceDT : Z

n → N associe à chaque
pointP sa distance au complémentaire deX :

DT [P ] = min
Q∈X

d(P,Q).
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Il n’est pas difficile de voir queDT [P ] donne précisément le rayon de la plus grande
boule stricte centrée enP et contenue dans la forme,B(P ) = B<(P,DT [P ]). Pour
déterminer si un pointP appartient à l’axe médian, il suffit donc de tester pour tout
vecteur

−→
V ∈ Z

n si la boule centrée enP +
−→
V et de rayonDT [P +

−→
V ] recouvre la

boule centrée enP et de rayonDT [P ], autrement dit siB(P ) ⊆ B(P +
−→
V ). Dans

le cas où aucune bouleB(P +
−→
V ) ne recouvreB(P ), le pointP appartient à l’axe

médian.

9.4.1. Caractérisations des centres de boules maximales

Nous donnons une première caractérisation des points de l’axe médian, valable
pour les distances discrètesd1 etd∞ (définies dans le chapitre 5.2.1) et proposée pour
la première fois dans [ROS 66]. NotonsM le masque de chanfrein de la distance
discrèted.

CARACTÉRISATION PAR MASQUE DE CHANFREIN:

P ∈ AM ⇐⇒ DT [P +
−→
V ] < DT [P ] + w , ∀(

−→
V ,w) ∈M.

Pour un masque de chanfrein de cardinalk, cette caractérisation fournit un critère
efficace d’appartenance d’un pointP à l’axe médian, consistant à examinerk points
P +

−→
V autour deP . L’idée qu’exprime ce critère est que si un point ne propage pas son

information de distance au bord à un autre point lors de la transformation de distance,
alors il est le centre d’une boule maximale. Hélas, ce critère, très simple à mettre
en œuvre, ne convient que pour les distances discrètesd1 et d∞. En effet, lorsqu’un
vecteur unitaire

−→
V n’est plus associé à un poids unitairew, apparaît le problème des

boules équivalentes : des boules de même centre mais de rayons différentsr et r′

peuvent correspondre à un même ensemble de points. On dit alors que les rayonsr et
r′ font partie de la même classe d’équivalence. Dans ce cas, le critère détecte un sur-
ensemble de l’axe médian. Une correction est connue pour lesmasques de taille trois ;
elle consiste à modifier la carte de distance pour abaisser chaque valeur de rayon au
plus petit représentant de sa classe d’équivalence. Par exemple, avec la distanced3,4

dans le plan, ARCELLI et SANITI DI BAJA [ARC 88] ont montré qu’il suffit d’abaisser
les valeurs 3 à 1 et les 6 à 5 sur l’image de distance pour que la caractérisation par
masque de chanfrein puisse encore être utilisée et donne un résultat correct.

Nous voyons à présent une seconde caractérisation des points de l’axe médian,
qui étend la caractérisation précédente à toutes distancesdiscrètes. Pour cela, notons
O ∈ Z

n l’origine et introduisonsLut(
−→
V , r), le rayon de la plus petite boule centrée

enO +
−→
V et qui contient la boule de centreO et de rayonr :

Lut(
−→
V , r) = min {r′ | B<(O, r) ⊆ B<(O +

−→
V , r′)}.
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Puisque l’inclusion entre boules est invariante par translation,Lut(
−→
V , r) représente

également le rayon de la plus petite boule centrée enP +
−→
V et contenantB<(P, r).

Par conséquent,B<(P, r) ⊆ B<(P +
−→
V ,Lut(

−→
V , r)) et cette dernière est incluse dans

la forme si et seulement siLut(
−→
V , r) ≤ DT [P +

−→
V ]. BORGEFORS, RAGNEMALM

et SANNITI DI BAJA [BOR 91] en déduisent une caractérisation des points de l’axe
médian :

CARACTÉRISATION PAR TABLE DE CORRESPONDANCE:

P ∈ AM ⇐⇒ DT [P +
−→
V ] < Lut(

−→
V ,DT [P ]) , ∀

−→
V ∈ V.

La caractérisation dépend d’un ensemble de vecteursV ⊆ Z
n appelévoisinage

de testet que nous cherchons le plus petit possible. PourV = Z
n, l’équivalence

est vraie par définition de l’axe médian. Notonss le rayon de la plus grande boule
centrée dans la forme. Puisque toute boule non maximaleB(P ) est incluse dans une

boule maximaleB(P +
−→
V ) de rayon au pluss, on en déduit queO +

−→
V appartient à

B<(O, s). Il suffit donc de considérer comme voisinage de test l’ensemble des vecteurs
qui, placés en l’origine, ont leur extrémité dansB<(O, s) pour que l’équivalence soit
encore vraie. Dans la section 9.4.3, nous en sélectionnons un sous-ensembleV. La
caractérisation par table de correspondance induit ainsi un algorithme de calcul de
l’axe médian en quatre étapes :

1) Calcul de l’image de distance,DT ;

2) Calcul de la taille des objets,s = maxP DT [P ] ;

3) Calcul du voisinage de testV et deLut surV × [0, s] ;

4) Extraction des points de l’axe médian, à l’aide deDT , V etLut.

L’étape 3) ne nécessite pas de connaître la formeX mais uniquement une borne sur la
taille de ses boules maximales. Les valeurs de la fonctionLut peuvent donc être pré-
calculées une fois pour toutes, et rangées dans unetable de correspondance(Look-Up
Tableen anglais), d’où le nom donné à la fonction. Les sections suivantes expliquent
le calcul de la tableLut et de l’ensemble des vecteursV.

9.4.2. Calcul de la table de correspondance

Nous faisons l’hypothèse que les boules de la distance discrète considérée sont
convexes,G-symétriques (voir paragraphe 5.3.2) et croissantes pour l’inclusion, ce
qui inclut en particulier le carré de la distance euclidienne. CalculerLut(

−→
V , r) revient

alors à calculer le rayon de la plus petite boule centrée enO et qui contientB<(V, r).
Pour cela, les points du bord extérieur deB<(V, r) sont parcourus et le maximum de

leur distance à l’origine donneLut(
−→
V , r).
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Dans la pratique, dans l’algorithme 16, nous calculons dansun premier temps
CT g, la carte de distance à l’origine de l’espaceG(Zn) = {(x1, . . . , xn) ∈ Z

n |
x1 ≥ . . . ≥ xn ≥ 0}, ce qui permet ensuite en temps constant d’évaluer, pour tout

point du bord deB<(
−→
V , r), sa distance à l’origine. Ce calcul deCT g est donné à

l’algorithme 17 pour les distances de chanfrein ; il est trivial pour dE . Puisque les
boules de la distance sontG-symétriques, on limite les calculs aux vecteurs

−→
V qui,

placés en l’origine, ont leurs extrémités dans la régionG(Zn). En effet, pour tout

autre vecteur
−→
V ′ obtenu en permutant les coordonnées de

−→
V et en changeant le signe

de certaines coordonnées, on aLut(
−→
V ′, r) = Lut(

−→
V , r). Les lignes 1 à 4 forment

la recherche du minimum des rayonsr2 des boules recouvrant dans la direction
−→
V la

boule de rayonr1.

Des configurations spécifiques au monde discret font qu’il est courant de trou-
ver, à l’issue du calcul deLut(

−→
V , r), des cas oùra < rb alors queLut(

−→
V , ra) >

Lut(
−→
V , rb). Aux lignes 5 à 7, nous corrigeons la table en supposant que, dans ce cas,

Lut(
−→
V , rb) doit être au moins égal àLut(

−→
V , ra).

Algorithme 16 : Calcul d’une colonne de la table de correspondance.

Données: CT g le cône de distance de tailleL (en pixel),
−→
V = (Vx, Vy , Vz) ∈ G(Z3) la direction

dans laquelle s’effectue la recherche,s le plus grand rayon susceptible d’être rencontré
tenant ici lieu de borne supérieure de recherche.

Résultat : La colonneLut[
−→
V ][r] remplie pour toute valeur der ∈ [0...s].

pour r de 0 às faire Lut[
−→
V ][r] := 0 ;1

pour x de 0 àL− Vx − 1, y de 0 àx, etz de 0 ày faire2

r1 := CT g[(x, y, z)] + 1 ; r2 := CT g[(x, y, z) +
−→
V ] + 1 ;3

si r1 ≤ s etr2 > Lut[
−→
V ][r1] alors Lut[

−→
V ][r1] := r2 ;4

rb := 0 ;5
pour ra de 0 às faire6

si Lut[
−→
V ][ra] > rb alors rb := Lut[

−→
V ][ra] sinonLut[

−→
V ][ra] := rb ;7

9.4.3. Calcul du voisinage de test

NotonsAMV(X), l’ensemble des points détectés par le critère avec table decor-
respondance :

AMV(X) = {P ∈ Z
n | DT [P +

−→
V ] < Lut(

−→
V ,DT [P ]), ∀

−→
V ∈ V}.

et construisons un ensemble de vecteursV tel queAMV(X) = AM(X). Pour cela,
considérons la suite emboîtée des boules strictesBr centrées en l’origine et de rayon
r. Chacune de ces boules a pour seul point de l’axe médian l’origine. Nous construi-
sonsV incrémentalement de façon qu’à chaque étape,V permette d’extraire correcte-
ment l’axe médian deBr, autrement ditAMV(Br) = {O}. Initialement, nous posons
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Algorithme 17 : Calcul des distances à l’origine de chaque point deG(Z3) pour
la distance de chanfreindc.

Données: L la largeur désirée pour l’imageCT g , G(M) le générateur du masque de chanfrein.
Résultat : CT g le cône de distance.
CT g[(0, 0, 0)] := 0 ;1
pour x de 1 àL− 1, y de 0 àx, etz de 0 ày faire2

min = +∞ ;3

pour tous les(
−→
V , w) ∈ G(M) faire4

(x′, y′, z′) := (x, y, z)−
−→
V ;5

si (x′, y′, z′) ∈ G(Z3) etCT g[(x′, y′, z′)] + w < min alors6
min = CT g[(x′, y′, z′)] + w;7

CT g[(x, y, z)] = min ;8

V = ∅. Puis, pourr allant de 1 às, nous ajoutons àV tout point deAMV(Br) distinct
de l’origine [REM 01, REM 05]. Parallèlement, nous maintenons la table de corres-
pondanceLut surV × [0, r]. L’ajout d’un nouveau vecteur

−→
V dansV à l’étaper a

pour effet d’ajouter dans la table une nouvelle ligne pour levecteur
−→
V . Nous ajoutons

également une nouvelle colonne pour la valeurr. A la fin du calcul, nous obtenons un
ensemble de vecteursV, permettant d’extraire correctement l’axe médian d’une boule
centrée en l’origine et de rayons.

LEMME 9.1 V permet d’extraire correctement l’axe médian de toute formeX ayant
des boules maximales de rayon plus petit ou égal às.

Démonstration : Par l’absurde. Supposons queP ∈ AMV(X) et P 6∈ AM(X).
Alors, il existe un pointQ tel queB<(P, r) ⊆ B<(Q, t) ⊆ X, avecr = DT [P ] et t =
DT [Q]. Après une translation qui amène le centre de la seconde boule en l’origine, on
obtientB<(P −Q, r) ⊆ B<(O, t). Or, par construction deV, le pointP −Q n’est pas
détecté comme faisant partie de l’axe médian deB<(O, t). Par conséquent, il existe

un vecteur
−→
V ∈ V et un entierr′ tels queB<(P − Q, r) ⊆ B<(P − Q +

−→
V , r′) ⊆

B<(O, t). En translatant ces trois boules de façon à ramener le centrede la dernière au

pointQ, on obtientB<(P, r) ⊆ B<(P +
−→
V , r′) ⊆ X avec

−→
V ∈ V, ce qui contredit le

fait queP ∈ AMV(X). �

Les boules mises en œuvre étantG-symétriques, l’ensemble de vecteursV est lui
aussiG-symétrique. On notera donc, sur le même principe que pour les masques de
chanfrein,G(V) = V ∩G(Zn) l’ensemble des vecteurs deV permettant de retrouver
parG-symétrie le voisinage de test complet. L’algorithme 18 réalise cette construction
incrémentale deG(V) pour toute distance dont les boules sontG-symétriques. Les al-
gorithmes 19 et 20 réalisent respectivement une transformation de distance sur une
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portion de bouleB< ∩ G(Zn) et l’extraction de l’axe médian sur la carte de distance
ainsi produite. Une fois que l’algorithme 18 a permis d’identifier G(V) pour une dis-
tanced et un rayons donné, il est crucial de conserver ces informations pour un usage
ultérieur. En effet, pour continuer la validation jusqu’à un s′ ≥ s, il suffit d’initialiser
le masque (ligne 2) auG(V) précédemment trouvé, puis de reprendre la boucle de la
ligne 3 des + 1 às′.

Algorithme 18 : Valide la méthode d’extraction de l’axe médian pour tout objet
d’épaisseur inférieure às, éventuellement en étendant le voisinage de testV.

Données: La largeurL des images, le rayons pour lequel la tableLut et le voisinageV doivent
être validés,d la distance considérée (par exempledc oudE ).

Résultat : La table de correspondanceLut et le générateur du voisinage de testG(V).
Calcul deCT g en fonction deL (voir Algorithme 17 pourd = dc ; trivial pourd = dE ) ;1
G(V) = ∅ ;2
pour r de0 à s faire3

pour x de0 à L− 1, y de0 à x, etz de0 à y faire4
si CT g[(x, y, z)] ≤ r alors DT g [(x, y, z)] = 1 ; sinonDT g[(x, y, z)] = 0 ;5

Transformation de distanceDT g dansG(Z3) (voir Algo. 19 pourd = dc) ;6
pour x de1 à L− 1, y de0 à x, etz de0 à y faire7

si DT g[(x, y, z)] 6= 0 et (x, y, z) ∈ AMg (voir Algorithme 20)alors8
G(V) := G(V) ∪ {(x, y, z)} ;9
Calcul deLut[(x, y, z)] en fonction deCT g , (x, y, z) ets (voir Algo. 16) ;10

Algorithme 19 : Algorithme de transformation de distance (voir section 5.4.1)
en une seule passe dans le cas d’une portion de boule incluse dansG(Z3).

Données: DT g l’image de largeurL (en voxels) incluse dansG(Z3), G(M) le générateur du
masque de chanfrein.

Résultat : La carte de distanceDT g limitée au cône.
pour z deL− 1 à 0,y deL− 1 à z, etx deL− 1 à y faire1

si DT g [(x, y, z)] 6= 0 alors2
min = +∞ ;3

pour tous les(
−→
V , w) ∈ G(M) faire4

(x′, y′, z′) = (x, y, z) +
−→
V ;5

si x′ < L etDT g[(x′, y′, z′)] + w < min alors min = DT g[(x′, y′, z′)] + w ;6

DT g[(x, y, z)] = min ;7

9.4.4. Exemples

La figure 9.4 présente le résultat de la méthode appliquée à ladis-
tance discrète, ayant pour générateur de masque de chanfrein G(M) =
{((1, 0, 0), 7), ((1, 1, 0), 10), ((1, 1, 1), 13), ((2, 1, 1), 18)}. La tableLut est obtenue
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Algorithme 20 : Détermine si un pointP fait partie de l’axe médianAMg de la
portion de boule comprise dansG(Z3).

Données: P le point à tester,G(V) le générateur du voisinage de test,Lut la table de
correspondance,DT g la carte de distance de la portion de boule.

Résultat : Renvoie Vrai si le pointP fait partie de l’axe médian deDT g .

pour tous les
−→
V ∈ G(V) tels queP −

−→
V ∈ G(Z3) faire1

si DT g [P −
−→
V ] ≥ Lut[

−→
V ][DT g [P ]] alors retourner Faux ;2

retourner Vrai ;3

par un appel à l’algorithme 16 pour chaque colonne du générateur du masque de test
G(V) = {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1), (2, 1, 1)}. Ce générateur de masqueG(V), issu
de l’algorithme 18, est un cas particulier : ses vecteurs sont les mêmes que ceux de
G(M) ; cela est loin d’être systématique ! Cette table (figure 9.4)indique par exemple
que la boule de rayonR = 7 est recouverte par une boule de rayon 8 dans la direction
(1, 0, 0) ou ses symétriques, par une boule de rayon 11 dans la direction (1, 1, 0) ou
ses symétriques, etc. Pour des raisons de place, la table ne contient que les valeurs qui
diffèrent du critère decaractérisation par masque de chanfrein: ainsi, une boule de
rayonR = 14 est recouverte par une boule de rayon24 = 14 + 10 dans la direction
(1, 1, 0) ou ses symétriques. Pour des rayonsR ≥ 57, la caractérisation par masque
de chanfrein est suffisante.

R (1
,0

,0
)

(1
,1

,0
)

(1
,1

,1
)

(2
,1

,1
)

7 8 11 14 19
10 15 18 19 26
13 18 21 24 29
14 19
17 22 25 27 33
18 29

R (1
,0

,0
)

(1
,1

,0
)

(1
,1

,1
)

(2
,1

,1
)

20 26 29 32 37
23 29 32 34 40
24 29
25 37
26 37
27 33

R (1
,0

,0
)

(1
,1

,0
)

(1
,1

,1
)

(2
,1

,1
)

28 40
30 36 39 42 47
33 45
34 40
35 47
36 47

R (2
,1

,1
)

38 50
43 55
46 58
48 60
56 68

Figure 9.4. TableLut produite pour la norme induite par le générateur de masque de chanfrein
G(M) = {((1, 0, 0), 7), ((1, 1, 0), 10), ((1, 1, 1), 13), ((2, 1, 1), 18)} (voir section 9.4.4).

Sur la figure 9.5.(a), on peut voir un exemple d’objet 3D constitué de trois com-
posantes connexes : un personnage, un cube et une boule euclidienne. En (b), on voit
l’axe médian issu d’une carte de distance basée sur la distance de chanfrein définie
précédemment et la tableLut correspondant à la figure 9.4. Les valeurs de rayon lues
sur la carte de distance se traduisent par des courbes de niveau dans l’objet, variant
linéairement ici. On remarquera que le taux d’erreur par rapport à la distance eucli-
dienne de cette distance de chanfrein étant de 4,63%, beaucoup de boules maximales
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de chanfrein sont nécessaires pour coder complètement la forme de la boule eucli-
dienne. On peut voir cela comme un pire cas : la majorité de cesboules de chanfrein
ne codent que quelques voxels sur le bord de la sphère. Sur l’image (c), l’axe médian
est calculé à partir (du carré) de la distance euclidienne. Les courbes de niveau varient
donc de manière quadratique. On pourrait être surpris de voir que l’axe médian de
la boule euclidienne n’est pas réduit à un seul point mais il faut se rappeler que cela
n’arrive que si le centre de la boule est précisement placé aucentre d’un voxel de la
grille, ce qui n’est pas le cas ici.

(a) (b) (c)

Figure 9.5. (a) Objet discret constitué d’un personnage, d’un cube et d’une boule euclidienne
discétisée. (b) Axe médian obtenu par la norme de chanfrein décrite au §9.4.4. (c) Axe médian
obtenu par la distance euclidienne.

9.5. Extraction d’un axe médian réduit sans table de correspondance

Dans cette section, nous nous plaçons dans le cas où la distance discrète utilisée est
la distance euclidienne. Nous introduisonsl’axe médian réduitqui fournit un codage
plus compact que l’axe médian discret pour les formes discrètes, tout en permettant
de les reconstruire exactement. Après avoir défini formellement l’axe médian réduit
comme un sous-ensemble particulier de l’axe médian discret, nous en présentons un
schéma de construction.

Pour simplifier, nous nous plaçons dans un espace de dimension n = 2. Néan-
moins, nous parlons encore de boules plutôt que de disques. Toutes les définitions et
résultats présentés se généralisent en dimension quelconque.

9.5.1. Paraboloïdes elliptiques

Nous commençons par donner une caractérisation des points de l’axe médian s’ap-
puyant sur un relèvement des boules et des formes dansR

3. Par la suite, nous identi-
fions les points(x, y) deR

2 aux points(x, y, 0) deR
3. Considérons une boule ouverte
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B ⊆ R
2 de centre(i, j) et de rayonr et notons

hB(x, y) = r2 − (x− i)2 − (y − j)2.

La bouleB est l’ensemble des points(x, y) tels quehB(x, y) > 0. Nous associons àB
le paraboloïde elliptiqueP deR

3 défini comme l’ensemble des points(x, y, z) ∈ R
3

d’équationz = hB(x, y). La relation géométrique entre la bouleB et le paraboloïde
P est la suivante : les points en-dessous du paraboloïdeP intersectent le planz = 0
en la bouleB. Nous appelonsdômeassocié àB l’ensemble des points(x, y, z) ∈ R

3

au-dessous du paraboloïdeP et au-dessus du planz = 0 :

B̂ = {(x, y, z) ∈ R
3 | 0 ≤ z < hB(x, y)}.

La restriction du dôme au planz = 0 redonne la bouleB. Cet objet a été proposé pour
la première fois dans [SAI 94] pour caractériser les points de l’axe médian. Considé-
rons une forme continueY ⊆ R

2. Si l’on substitue à l’ensemble des boulesB incluses
dansY le dômeB̂, on obtient la forme deR3 :

Ŷ =
⋃

B⊆Y

B̂.

Nous dirons qu’un dôme estmaximaldansŶ s’il n’est inclus dans aucun autre dôme
contenu danŝY . Puisque l’inclusion entre boules est équivalente à une inclusion entre
dômes, nous obtenons la propriété suivante illustrée sur lafigure 9.6 [COE 07] :

LEMME 9.2 Une bouleB est maximale dansY si et seulement si son dômêB est
maximal danŝY .

Figure 9.6. Boules incluses dans une forme et dômes associés.

Dans le cas particulier oùY est une union finie de boules ouvertes, nous réexpri-
mons la condition de maximalité d’un dôme en terme de contactde ce dernier avec
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la frontière deŶ . Pour cela, remarquons que, au dessus du planz = 0, la frontière
de Ŷ coïncide avec l’enveloppe supérieure des paraboloïdes associés aux boulesB
contenues dansY . Cette enveloppe a pour équationz = h(x, y) avec

h(x, y) = max
B⊆Y

hB(x, y).

Une boule est maximale si et seulemement si son dôme touche l’enveloppe supérieure
des paraboloïdes [COE 07]. Formellement :

LEMME 9.3 (Caractérisation par paraboloïdes)Soit Y ⊆ R
2 une union finie de

boules ouvertes. SoitB, une boule ouverte deR2. Alors :

B maximale dansY ⇐⇒ ∃(x, y) ∈ B, hB(x, y) = h(x, y)

Démonstration : Pour le sens direct, siY est une union finie de boules ouvertes, alors
l’axe médian deY coïncide avec son squelette. En particulier, la frontière de toute
boule maximaleB deY touche la frontière deY en au moins deux points distincts
q0 et q1. Considérons à présent une autre boule maximaleB′ et montrons que, pour
tout point (x, y) du segment[q0q1], nous avonshB(x, y) ≥ hB′(x, y). Pour cela,
introduisons

H = {(x, y) ∈ R
2 | hB(x, y) ≥ hB′(x, y)}.

Il est facile de vérifier queH est un demi-plan fermé. Les deux pointsq0 = (x0, y0)
et q1 = (x1, y1) se trouvent sur la frontière deB et à l’extérieur deB′. Par consé-
quent,hB(x0, y0) = 0 ≥ 0 = hB′(x0, y0) et hB(x1, y1) = 0 ≥ 0 = hB′(x1, y1).
Autrement dit,q0 etq1 appartiennent tous les deux àH. CommeH est convexe, on en
déduit que la totalité du segment[q0q1] appartient àH et pour tout point(x, y) de ce
segment,hB(x, y) ≥ hB′(x, y). Mais, commeB′ a été choisie quelconque, pour tout
point de ce segment,hB(x, y) = h(x, y). Puisqueq0 et q1 sont distincts, l’intérieur
de ce segment a une intersection non vide avecB, et on en déduit le sens direct de
l’équivalence.

Réciproquement, supposons qu’il existe un point(x, y) ∈ B tel quehB(x, y) =
h(x, y). Alors, le dôme associé àB est maximal danŝY et, d’après le Lemme 9.2, la
bouleB est maximale dansY . �

Considérons à présent une forme discrèteX ⊆ Z
2 et notonsY ⊆ R

2 la forme
continue obtenue en remplaçant les boules strictes euclidiennes contenues dansX par
des boules ouvertes de même centre et de même rayon (voir figure 9.7). NotonsB(P )
la plus grande boule ouverte centrée enP et contenue dansY . D’après le lemme
précédent, l’ensemble suivant

AM0(Y ) = {P ∈ Z
2 | ∃(x, y) ∈ X,hB(P )(x, y) = h(x, y)},
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forme un sous-ensemble de l’axe médian deY . Notons cependant que ce sous-
ensemble n’est pas forcément inclus dans l’axe médian discret deX. En effet, une
boule ouverte peut être maximale dansY sans pour autant que la boule stricte eucli-
dienne de même centre et de même rayon le soit dansX (voir figure 9.7 à gauche).
Ceci nous conduit à introduire l’axe médian réduit discretde X comme la restric-
tion de l’ensemble précédent aux points de l’axe médian discret deX, AMDR(X) =
AM0(Y ) ∩ AMdE

(X). Il a été montré que l’axe médian réduit discret permet de re-
construire sans perte la forme discrète.

21 1

1 1 1

111

21 1

1 1 1

111

21 1

1 1 1

111

Figure 9.7. De gauche à droite, une forme discrèteX et sa transformée en distance eucli-
dienne ; les 5 centres des boules dont le dôme touche l’enveloppe supérieure des paraboloïdes,
dessinée à droite ; l’axe médian réduit discret est formé du seul point central encerclé ; forme
continueY et enveloppe supérieure des paraboloïdes bordant la formeŶ .

9.5.2. Algorithme séparable et linéaire

Nous voyons à présent comment calculer l’axe médian réduit d’une forme dis-
crèteX ⊆ [1,m]2. L’algorithme décrit estséparablecar il procède dimension par
dimension et est donc facilement généralisable aux grillesanisotropes et aux dimen-
sions supérieures. De plus, il a la propriété d’être linéaire au nombre de points de la
grille discrète. L’algorithme procède en trois étapes. Tout d’abord, nous calculons la
transformée en distance euclidienne. Après cette étape, nous disposons d’une image
f : [1,m]2 → Z mémorisant, en chaque point discret(x, y), le carré de sa distance
euclidienne au complémentaire deX. Puis, nous calculons l’imageh : [1,m]2 → Z

définie par
h(x, y) = max

1≤i,j≤m
{f(i, j)− (x− i)2 − (y − j)2}. (9.2)

Avec les notations du paragraphe précédent, ceci revient à calculer, en chaque point
discret (x, y), l’altitude de l’enveloppe supérieure des paraboloïdes associés aux
boulesB contenues dans la formeY . Nous observons une grande similarité entre
l’équation (9.1) utilisée pour la reconstruction et l’équation (9.2). Dans les deux
cas, l’imageh peut se calculer en utilisant l’algorithme séparable enO(m2) pré-
senté dans le chapitre 5 (paragraphe 5.4.2). Néanmoins, nous marquons à présent,
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pour chaque point(x, y), les centresP des boulesB(P ) dont le dôme passe par le
point (x, y, h(x, y)). A l’issue de cette étape, les points marqués forment l’ensemble
AM0(Y ) défini dans la section précédente. Une dernière étape est encore nécessaire
pour éliminer de l’ensemble précédent les points ne faisantpas partie de l’axe médian
discret, comme illustré figure 9.7.

 0
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 20

 0  2  4  6  8  10  12  14  16

D̂

Ê

Figure 9.8. Une illustration de la différence entre l’ensembleS et l’axe médian discret.
A gauche : les segments en pointillé représentent les boules euclidiennes 1D associées à
S = {D̂, Ê} alors que les segments en traits pleins représentent les boules discrètes 1D. A
droite : illustration du processus de filtrage permettant de ne conserver que les boules discrètes
1D maximales.

Pour passer de l’ensembleAM0(Y ) à l’axe médian discret réduitAMDR(X), un
processus mono-dimensionnel, dimension par dimension, peut-être donné. A l’issue
du calcul deAM0(Y ), nous avons un ensemble de disques 1D, c’est-à-dire un en-
semble de segments à coordonnées non entières. Sur la figure,si {D̂, Ê} forme l’en-
semble des dômes contribuant à l’enveloppe supérieure des paraboles, seul le centre
deD appartient à l’axe médian discret de la forme 1D. Un processus très simple peut
être ajouté à l’algorithme 9.3 pour effectuer le filtrage dessegments. La preuve de
l’exactitude de l’algorithme précédent est donnée dans [COE 07].

A l’issue de ce processus, nous obtenons donc un sous-ensemble de l’axe médian
discret, tout en maintenant la reconstruction de la forme.

9.5.3. Exemples

Les figures 9.9 et 9.10 présentent quelques résultats en dimensions 2 et 3.
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Figure 9.9. Extraction de l’AMD en dimension 2 : la première ligne présente les objets discrets,
la seconde présente les centres de boules du AMD (pixels en noir).

Figure 9.10.AMD en dimension 3 : la première ligne présente les objets
discrets, la seconde ligne présente les centres des boules de l’AMD.

9.6. Pour aller plus loin

Dans ce chapitre, nous avons défini l’axe médian et présenté plusieurs procédés de
contruction pour les formes discrètes. L’ingrédient essentiel est le calcul de la trans-
formée en distance, qui associe à chaque point de la grille discrète, sa distance au com-
plémentaire de la forme. Notons qu’il existe d’autres catégories d’approches utilisant
en entrée, non pas une forme discrèteX ⊆ Z

n, mais un nuage de pointsS ⊆ R
n,

échantillonnant la frontière d’une forme continueY . Le calcul de la transformée en
distance est alors remplacé par le calcul du graphe de Voronoï des pointsS, duquel est
extrait une approximation de l’axe médian deY [ATT 07].



Représentation par Axe Médian 231

Un défaut bien connu de l’axe médian est son manque de stabilité, qui le rend
délicat à approcher pour les formes continues. En effet, unepetite perturbation de
la forme pour la distance de HAUSDORFF peut entraîner des modifications impor-
tantes de l’axe médian. L’effet typique est l’apparition etla disparition de branches en
périphérie de l’axe médian, la partie centrale restant par ailleurs stable. Cette obser-
vation est consistante avec la propriété de semi-continuité que possède l’axe médian
[MAT 88, Chapitre 11]. Une conséquence de ce résultat est quel’axe médian deX
doit être filtré avant de pouvoir être utilisé comme approximation de l’axe médian
deY . Il a été montré récemment que plusieurs sous-ensembles de l’axe médian sont
stables [CHA 04, CHA 06].

En revenant dans un contexte discret où l’on souhaite une reconstruction exacte de
la forme initiale, nous avons insisté sur le fait que l’axe médian discret n’était, bien
souvent, pas minimal en nombre de boules. Considérons l’exemple donné dans la fi-
gure 9.11 dont les valeurs correspondent à la transformée endistance euclidienne ; les
points des valeurs entourées dans la figure de gauche correspondent à l’axe médian
discret. Or, dans la figure de droite, le sous-ensemble considéré permet toujours de
reconstruire la forme. Les boules supprimés correspondentà des boules maximales
couvertes par une union de boules. L’axe médian discret minimal peut donc être défini
comme étant un sous-ensemble de l’axe médian discret possédant un nombre minimal
de disque tout en permettant une reconstruction exacte. Formellement, le problème
d’extraction d’un axe médian minimal est NP-complet dans lecas général pour les dis-
tances usuelles (voir [AUP 88] pourd∞). Certains travaux cherchent alors à construire
des heuristiques permettant de réduire l’axe médian discret [BOR 97, NIL 97].

1 1 1 1 1 1 1
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1 1 1 1 1 1 1
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Figure 9.11.Axe médian discret pour la distance euclidienne (à gauche) et sous-ensemble de
l’axe médian permettant une reconstruction exacte (à droite).

Les chapitres 15 et 18 présentons deux applications de la représentation d’un objet
discret par axe médian, pour la transmission progressive etpour la visualisation.
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